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論 文 要 旨 
ディオファントス方程式は非常に長い歴史を持ち, 一般にその解を求めることや解の存在を判定
することは難しい. 本博士論文では, 方程式  ( は 0
でない整数) が非自明な有理数解を持つための条件について考察する. 
一般に 上の代数多様体の 有理点の有無を判定するようなアルゴリズムの存在は知られていな
いが, 二次形式(射影的二次超曲面)に対しては, いわゆる局所大域原理 (Hasse 原理) が成り立つ
ことが知られている. すなわち, 二次形式が 上で 0 を表すことは, それが各素数 について
 上で 0 を表し, かつ不定値二次形式であることと同値である. ところが, 三次形式 (射影的三次
超曲面) に対しては Hasse 原理が成り立つとは限らない. 1951 年, Selmer は
が Hasse 原理の反例を与えることを発見した. 一方で, ほぼ同時期に彼は
方程式 で を満たすものに対して Hasse 原理が成り立つことを示した. しかし, 一
般に に対して Hasse 原理が成り立つとは限らない. 最初に与えられた反例は Cassels と Guy
による という対角的三次曲面である. これを含め Hasse 原理の
反例を与えるような三次曲面は幾つか知られているが, それらは全て Manin により次のように
説明される. 三次曲面の Brauer 群を用いて 有理点の存在の障害 (Brauer-Manin 障害) が定義
され, 上記の Hasse 原理の反例では全て Brauer-Manin 障害が存在している. そこで次に疑問に
なるのは, 逆に Brauer-Manin 障害が存在しなければ 有理点は存在するか, ということである
が, これは未解決である. 一般に, 上の非特異射影的三次曲面に対して, Brauer-Manin 障害が
存在しないならば 有理点が存在するだろうと予想されている. 
さて, 一方で対角的三次曲面 の 有理点の存在に関しては Heath-Brown, Basile と Fisher, 
Swinnerton-Dyer による研究がある. 彼らは, 係数に適当な条件を課した下で, さらに楕円曲線
の Tate-Shafarevich 群の有限性を仮定すれば 上に 有理点が存在することを証明した. 本博
士論文では の 有理点の存在に関する類似の十分条件を与える. なお, 彼らや我々の条件の下
では, Tate-Shafarevich 群の有限性の仮定なしで, Hasse 原理に関する Brauer-Manin 障害は存
在しないことが知られている. 以下で本博士論文の構成を説明すると共に主結果を述べる. 
 第 1 章では導入部分の後, 本博士論文を概観する.  
第 2 章で Basile と Fisher による楕円曲線 上の降下に関する結果をまとめる. 
上記した対角的三次曲面 の 有理点の存在に関する一連の仕事においても本博士論文の主結果
においても楕円曲線の Tate-Shafarevich 群の有限性が仮定されるが, これは彼らの降下理論の
結果を用いるために必要になる.  
 第 3 章は, Basile と Fisher による 有理点を持つような対角的三次曲面の条件の類似である, 
次の定理を示すことを目的としている. 
 
 定理 1 (Theorem 3.13)． をそれぞれ 9 を法として 2 または 5 に合同である素数とし,  
 
を 上の射影的三次曲面とする. また, Tate-Shafarevich 群  が有限であると仮定する. 
ここで, は 
 
により定義される 上の楕円曲線である. このとき, は 有理点を持つ. 
 
 定理 1 を示すために, 第 3 章では定理 1 で与えられる楕円曲線 の 上の -Selmer
群の具体的計算に大部分が費やされる. それを踏まえ, 第 2 章で述べられる Basile と Fisher の
降下理論の結果を用いることで, 適当な トーサーが有理点を持つことがわかる. 例えば, 
のとき, トーサー が有理点を持つことが従う. こ
れにより が 有理点を持つことがわかる.  
第 4 章では, まず 上の対角的三次曲面 が有理点を持つため
の係数に関する十分条件 (Swinnerton-Dyer の結果) に触れる. 大まかに言うと, 係数が
で表されるような幾つかのある三次曲線の (適当な素数 に対する) 有理点の有
無がわかれば, 上に 有理点が存在することが従う. これを用いて Swinnerton-Dyer は, 係数
たちが で適当な条件を満たせば, 上に 有理点が存在することを証明
した. 本博士論文では先に述べた条件を用いて次を示す. 
 
定理 2 (Theorem 4.6). を 3 乗因子を持たない正整数とし,  
 
を 上の射影的三次曲面とする. 任意の素数 に対して は 有理点を持つと仮定する. また, 
 任意の二次体 上の任意の楕円曲線  に対して, Tate-Shafarevich 群
は有限であると仮定する. このとき, 次の 6 条件のうち少なくとも一つが成り立つなら
ば, は 有理点を持つ. 
(i)  かつ のうち少なくとも 2 つは における像が等しい. さら
に, 素数 が存在して, かつ を満たす. 
(ii)  かつ の における像はすべて等しくはない. さらに, 素数
が存在して, かつ を満たす. 
(iii)  かつ のうちちょうど 2 つの における像が等しい. 
(iv)  かつ は 上射影平面に双有理同値ではない. さらに, 
が成り立つ. 
(v)  かつ は 上射影平面に双有理同値ではない. さらに, 素数 が存在
して, は のうちいずれか一方のみを割り, を満たす. 
(vi) かつ は 上射影平面に双有理同値ではない. このとき
と仮定できる. さらに, 素数 が存在して, かつ
を満たす. 
 
 ここで, は かつ を意味する. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 論文審査の結果の要旨 
 
本博士論文で佐藤氏は有理数体上の対角的三次曲面が有理点を持つための条件を研究している． 
 
代数体上の代数多様体の有理点の存在問題は基本的であり，2 次元以上の場合に一般論は期待できず，
超曲面の場合に限り多くの研究が 40 年ほどに渡って行われてきた．一般に代数多様体が有理点を持
つためには，Brauer-Manin 障害が存在しないことが必要であることが Manin により指摘されていた． 
 
有理数体上の対角的三次曲面 S に対して Brauer-Manin 障害を計算する方法があり，その障害が存在
しないことが分かっている場合がある．このとき実際に有理点の存在を証明できるかが問題となる．
これは必要条件に関する研究とは独立した，より難しいテーマである．定義方程式の係数がある条件
をみたし，Brauer-Manin 障害が存在しないことが分かるある場合に，佐藤氏は有理点が存在を証明し
た．これは S の定義方程式の代わりに，二つの 3 変数の 3 次方程式の連立方程式を考え，それらが定
める楕円曲線が同時に有理点をもつ条件を Selmer 群を用いて調べるという方法を用いる． 
 
また別の結果として，有理数体上の対角的三次曲面 S に対して，各局所体で有理点があると仮定し，
さらに係数に関するある条件（初等的な数論的な条件）がみたされると，有理数体上の点が存在する
ことを証明した． 
 
これらの研究は自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示してい
る．したがって，佐藤一樹氏提出の博士論文は，博士（理学）の学位論文として合格と認める． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
